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Введение
Данная статья посвящена описанию ме-

тодической параллели между одной из тем 
курса физики и приемом решения диффе-
ренциального уравнения, изучаемым в курсе 
математики (либо математического анали-
за, либо обыкновенных дифференциальных 
уравнений). Статья возникла в результате со-
трудничества авторов – преподавателя физи-
ки и преподавателя математики, которые уже 

много раз сталкивались с типичными пробле-
мами образовательного процесса, возника-
ющими при обучении физике и математике, 
особенно студентов-физиков и инженеров, то 
есть обучающихся на инженерно-технических 
направлениях. Считать эти проблемы типич-
ными позволяет не только наш собственный 
опыт, но и анализ научно-методических работ 
наших коллег. Так, прослеживая «эволюцию 
курса общей физики», Н.М. Кожевников отме-
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Аннотация. Рассматривается обоснование взаимосвязи второго закона Ньютона и закона сохране-
ния энергии в простейшем случае прямолинейного движения материальной точки под действием 
переменной силы. Математическое обоснование этой взаимосвязи сопоставляется с приемом пони-
жения порядка дифференциального уравнения, которым овладевают студенты физических и инже-
нерно-технических направлений обучения на занятиях математикой. Предварительно анализируются 
современные научно-методические публикации, подтверждающие актуальность разработки методик 
сопряжения учебных дисциплин – физики и математики. Целью исследования является приведение в 
соответствие приемов и обозначений, применяемых обычно на практических занятиях по математике 
при решении дифференциальных уравнений с помощью понижения порядка, и тех математических 
фактов и обозначений, которые возникают на соответствующих лекциях по физике; иллюстрация об-
суждаемой методической идеи конкретным учебным материалом. Новизна: построена методическая 
параллель между темами из курса физики и курса математики, взаимосвязь которых обычно не де-
монстрируется явно на занятиях и важна для понимания общей взаимосвязи дисциплин. Методология 
и методы исследования: анализ научно-методических публикаций по теме сопряжения курсов физики 
и математики для студентов физических и инженерно-технических направлений обучения; соотнесе-
ние фрагмента курса физики и темы практических занятий по математике; непосредственный анализ 
методики установления в учебном процессе взаимосвязи смежных дисциплин на примере параллель-
ного изложения теории (физика) и решения задачи (математика). Результаты. Проведенный анализ 
современных научно-методических публикаций показал: преподаватели физики отмечают, во-первых, 
сложности при овладении студентами необходимым для изучения физики математическим аппара-
том, и, во-вторых, слишком большую формализацию в преподавании математических дисциплин и 
их оторванность от естественнонаучной сути физики. Построена методическая параллель курсов фи-
зики и математики для студентов физических и инженерных направлений; она проиллюстрирована 
примером изложения конкретного учебного материала. Продемонстрирован методический подход, 
который может применяться как на занятиях по физике с целью показать, как именно факты из курса 
математики используются для объяснения связи физических законов между собой, так и на занятиях 
по математике – ссылка на использование в физике изучаемой темы повышает мотивацию и акцен-
тирует внимание студентов на этой теме. Демонстрация методики сопряжения курсов физики и ма-
тематики на конкретном учебном материале – шаг к дальнейшему развитию этой методики в целом.

Ключевые слова: математика в курсе физики, сопряжение учебных дисциплин, второй закон Нью-
тона, закон сохранения энергии, обыкновенное дифференциальное уравнение, понижение порядка 
дифференциального уравнения, интеграл «живой силы»
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чает всё большую формализацию преподава-
ния математики, в том числе и в рамках курса 
физики, при введении необходимого матема-
тического аппарата, который во многих слу-
чаях воспринимается студентами в отрыве от 
эксперимента, от естественнонаучной сути 
физики [1]. В работе [2] сама постановка во-
проса: «Какой математике обучать студентов 
естественнонаучных специальностей», уже 
говорит о том, что не только отбор материала, 
но и способ его изложения вызывает разду-
мья и представляется дискуссионным. Также 
сложностям обучения математическим навы-
кам студентов-физиков посвящена работа [3]: 
отношение студента-физика к математиче-
скому результату (вычислению, формуле, най-
денному «ответу») должно сформироваться 
в процессе обучения адекватно его будущим 
профессиональным задачам, но это часто ока-
зывается сложным, студентам трудно привить 
критичный и разумно-неформальный подход 
к математическим фактам и выкладкам. Пре-
подаватели физики отмечают снижение уров-
ня подготовки именно по физике студентов 
младших курсов инженерно-технических на-
правлений обучения; в связи с чем, даже имея 
достаточную базу математических знаний, та-
кие студенты затрудняются связать эти знания 
с новыми для них фактами из курса физики, 
несмотря на усилия преподавателей [4]. Автор 
работы [4] предлагает факультативные заня-
тия, дополняющие, а не дублирующие основ-
ной курс. К этому мы вернемся в конце ста-
тьи. Работы [1–4] написаны в период с 2004 
по 2023 гг. и показывают, что в последние два 
десятилетия проблема создания прочной вза-
имосвязи курсов физики и математики стоит 
очень остро. В иностранных научных журна-
лах также можно встретить статьи, в которых 
авторы описывают сложности освоения уча-
щимися физики и математики и выстраивают 
современные методические подходы к препо-
даванию комплекса точных наук: например, 
[5] – о преподавании физики и математики 
старшеклассникам, [6] – о взаимосвязи фи-
зики и математики в высшем образовании, 
с опорой на интуитивно сформировавшиеся 
представления студентов о научном мышле-
нии. Судя по этим статьям, современные про-
блемы преподавания математики и физики 
сходны в разных странах.

Заметим, что, в частности, методические 
вопросы преподавания именно классической 
механики, которые затрагивает наша статья, 

важны в решении общих методических про-
блем курса физики хотя бы потому, что имен-
но с этим разделом студенты встречаются в 
начале обучения в вузе. Этим вопросам посвя-
щена докторская диссертация [7]. Косвенно 
свидетельствует о полезности их обсуждения 
и статья [8]: она посвящена философскому 
осмыслению классической механики, то есть 
этот раздел физики можно воспринимать во-
все не как нечто очень известное и рутинное. 

Конечно, существуют как отличные учеб-
ники классической механики, например, 
[9, 10], где уделяется большое внимание ма-
тематической составляющей предмета и мате-
матика становится естественным языком его 
изложения, так и отличные учебники мате-
матики, в частности по дифференциальным 
уравнениям, например, [11, 12], насыщенные 
примерами из физики и, в том числе, из ме-
ханики. Но, к сожалению, не у всех студентов 
есть навык чтения учебников, и хотя бы поэ-
тому рассмотренный в нашей статье пример 
может стать полезной иллюстрацией попыток 
в реальном учебном процессе справиться с 
разрывом между математикой и физикой.

Аргументом в пользу того, что подробно 
разбирать на занятиях даже простые урав-
нения классической механики оправданно, 
служат работы [13, 14]. В статье [13] пока-
зано, как сложный математический аппарат 
современной физики и динамического моде-
лирования вырастает из задач классической 
механики. Поэтому, начиная с простейших 
примеров, важно прививать студентам хо-
рошее понимание математических методов 
физики: это необходимо для их професси-
онального роста в дальнейшем. В книге [14] 
показаны методы интегрирования (отыскания 
точных решений) дифференциальных урав-
нений, необходимые для различных приложе-
ний, например, в нелинейных задачах физики 
(физика пограничного слоя). И здесь можно 
сказать, что начать придется с базовых про-
стейших типов обыкновенных дифференци-
альных уравнений, которые встретятся сту-
дентам в начале курса физики.

В примере, рассмотренном в статье, упо-
минается «интеграл живой силы» – название 
очень старое, историческое. Нам представля-
ется, что на занятиях со студентами неболь-
шие, как бы невзначай, экскурсы в историю 
науки, если только они дозированы так, что не 
затемняют сути, могут помочь сфокусировать 
внимание студентов на изучаемом материа-
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ле. В связи с этим хочется обратить внимание 
на статью [15] – обзор истории классической 
механики с древности до наших дней на пяти 
страницах, и на статью [16], где дан столь же 
краткий справочный материал о развитии 
классической и прикладной механики в на-
шей стране. 

Прежде чем перейти к основной части 
нашей работы – описанию параллели между 
темой из курса физики и темой из курса мате-
матики и разбором иллюстрирующего эту па-
раллель примером решения задачи, отметим, 
что в Санкт-Петербургском Политехническом 
университете, где преподают авторы статьи, 
работа по сопряжению курсов физики и ма-
тематики ведется уже не один год, несмотря 
на все трудности этого процесса, названные 
выше. Эта работа состоит из практической 
реализации взаимосвязи курсов на занятиях 
и из создания корпуса методических и науч-
но-методических пособий и статей. Мы, авто-
ры статьи, принимаем участие в этой работе 
([17–20]) и можем отметить, что рассмотрение 
различных тем математики и физики в «связ-
ке» помогает нам как преподавателям более 
глубоко и «незашоренно» воспринимать свой 
предмет.

Пример проведения межпредметной 
параллели курсов физики и математики
Рассмотрим преобразование дифферен-

циального уравнения, выражающего второй 
закон Ньютона, которое приводится к уравне-
нию сохранения энергии для случая простей-
шего механического движения материальной 
точки. Сравним рассмотренное преобразова-
ние уравнения с методом, позволяющим ре-
шать обыкновенное дифференциальное урав-
нение определенного вида с помощью замены 
искомой функции и независимой перемен-
ной, понижая порядок уравнения.

В общем курсе физики рассматривается 
простейший случай механического движе-
ния – материальная точка массы m движет-
ся без трения по прямой вдоль оси x, x(t)  – 
пройденное за время t расстояние; движение 
происходит под действием силы f(x). При 
рассмотрении такого движения часто исполь-
зуют следующее рассуждение. Обозначим 
u(x) = u(x(t)) потенциальную энергию мате-
риальной точки в момент времени t (когда 
ее координата равна x = x(t)). Производные 
по времени обозначаем точками. Знаем, что 

,v x a v x= = =    – с корость и ускорение точ-

ки и что
 

( ) .duf x
dx

= −
 
Запишем второй закон 

Ньютона m‧ẍ = f(x) в виде 

 
.dum v

dx
⋅ = −

                      
(1)

Отсюда получаемm vdx du⋅ = − , то есть 
mv vdt du⋅ = − , поскольку dx = ẋdt = vdt. Таким 
образом, поскольку ,vdt dv=  второй закон 
Ньютона можно записать в виде

 .mvdv du= −                       (2)
При получении формулы (2) используется 

выражение первого дифференциала через 
производную и приращение (время t – незави-
симая, координата x = x(t) – зависимая пере-
менная). Само равенство (2) понимается как 
простейшее дифференциальное уравнение с 
разделенными переменными u, v. Интегрируя 
его, имеем 

 

2

const.
2
mv u+ =

                    
(3)

Равенство (3) выражает закон сохранения 
энергии в рассмотренном простейшем случае 
механического движения. Равенство (3) полу-
чается из равенства (1) применением свойств 
дифференциала и дальнейшим интегрирова-
нием; в свою очередь, равенство (1) можно 
получить, дифференцируя равенство (3). За-
метим, что интеграл ∫2vdv, совпадающий с 
точностью до постоянного слагаемого с удво-
енной кинетической энергией (при m = 1), на-
зывался в старину интегралом «живой силы», 
«живой силой» называли в XVIII в. саму кине-
тическую энергию (например, [21]). 

Рассмотрим теперь дифференциальное 
уравнение вида 

 ( )y h y′′ = .                       (4)

Оно представляет собой частный случай 
обыкновенного дифференциального уравне-
ния порядка n > 1, которое не содержит в яв-
ном виде независимую переменную (будем в 
дальнейшем обозначать ее t, хотя в учебниках 
по дифференциальным уравнениям чаще пи-
шут x). В отличие от физической задачи здесь 
производные по переменной t обозначены 
штрихами. Чтобы понизить порядок диф-
ференциального уравнения (4) на единицу, 
ищут функции v = v(x) такие, что для реше-
ний y = y(t) уравнения (4) верно v(y(t)) = y’(t) на 
промежутке сущес твования решения. В урав-
нении (4) делают замену искомой функции на 
v(y), а независимой переменной – на y. Этот 
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метод (для уравнений порядка  n > 1) описан, 
например, в [22]. Применяя его к уравнению 
вида (4), получаем 

( ( )) ( ) ( ) ( ) ,d v y y v y y y v y v y y
dt

′′ ′ ′ ′′ ′ ′′= ⇒ ⋅ = ⇒ ⋅ =

откуда, подставляя в (4) полученное выраже-
ние y”, получаем дифференциальное урав-
нение первого порядка для новой искомой 
функции и новой переменной:

 ( ) .vdv h y dy=                       (5)

Легко видеть, что, интегрируя уравнение 
(5), мы получаем в его левой части почти тот 
же (с точностью до постоянного множителя) 
интеграл «живой силы», хотя, конечно, полу-
ченное уравнение может не иметь того физи-
ческого смысла, о котором говорилось выше.

В [22] имеется пример нахождения общего 
решения дифференциального уравнения вто-
рого порядка с помощью указанного метода 
понижения порядка. Проиллюстрируем ме-
тод, решив задачу Коши для уравнения вида 
(4). Для этого бывает удобно находить кон-
станты интегрирования, используя начальные 
данные задачи Коши, сразу, как только эти 
константы появляются: одна при интегриро-
вании уравнения (5), другая при интегрирова-
нии уравнения y’ = v(y),  где функция v(y) уже 
найдена. Условие разбираемого ниже приме-
ра взято из сборника [23].

Пример решения задачи по теме 
«Понижение порядка обыкновенного 
дифференциального уравнения»
Для уравнения y”‧y3 + 1 = 0 решим зада-

чу Коши с начальными данными y(1) = –1, 
y’(1) = –1. 

Решение. Перепишем уравнение в виде 

3

1 ,y
y

′′ = −
 
заметим, что решение нужно рас-

сматривать на таком промежутке значений t, 
где y(t) ≠ 0. Уравнение (5) в нашем примере 

имеет вид:
 

3 ,dyvdv
y

= −
 
интегрируя это урав-

нение получим
 

2
12

1 .v C
y

= +
 

Поскольку по 

условию y(1) = y’(1) = –1, а по смыслу функ-
ции v должно выполняться v(y(1)) = y’(1) = –1, 
то, подставляя значение t = 1 в равенство 

2
12

1v C
y

= + , получаем C1 = 0. Замечаем, что 

в точке t = 1 значения решения нашей зада-
чи Коши – функции y(t) и ее производной y’(t) 
имеют одинаковый знак, поэтому и в окрест-
ности точки t = 1 они должны сохранять тот 
же (одинаковый) знак в силу своей непрерыв-

ности. Поэтому из равенства
 

2
2

1v
y

=
 
получа-

ем
 

1 1 .v y
y y

′= ⇒ =
 
В полученном уравнении 

разделяем переменные ydy = dt и после инте-
грирования получаем t2 = 2t + C2. (Здесь инте-
грал, похожий на интеграл «живой силы», воз-
никает случайно, лишь в силу конкретного вида 
функции h(y) в данном уравнении (5)). Подстав-
ляя в последнее полученное равенство t = 1 и 
используя начальное данное y(1) = –1, находим 
C2 = –1. Получаем решение задачи Коши: 

1( ) 2 1, ; .
2

y t t t ⎛ ⎞= − − ∈ +∞⎜ ⎟⎝ ⎠
Такие вполне выполнимые даже для сту-

дента младших курсов задания позволяют пе-
рекинуть мостик к современным задачам ди-
намического моделирования ([13], о которой 
сказано во введении), основанным на диффе-
ренциальных уравнениях Гамильтона 

; , 1, , .i i
i i

H Hq p i n
p q

∂ ∂= = − =
∂ ∂

  

Эти дифференциальные уравнения, хотя 
и содержат частные производные, получают-
ся из дифференциальных уравнений движе-
ния второго порядка аналогично описанному 
выше способу. Разбор преобразования урав-
нения движения для случая прямолинейного 
движения с одной координатой (x) и одной 
проекцией скорости (v) упрощает понима-
ние перехода к каноническим переменным 
– обобщенным координатам (qi) и импульсам 
(pi) (скоростям (vi)), совокупность которых об-
разует фазовое пространство, в котором и 
строятся динамические модели.

 Функции Лагранжа L(qi,pi) = К – П и Га-
мильтона H(qi,pi) = К + П – это функции обоб-
щенных координат и обобщенных импульсов 
(скоростей), они представляют собой разность 
и сумму кинетической и потенциальной энер-
гии всех n элементов, входящих в систему. Их 
удобно использовать для системы, движущей-
ся в стационарном силовом поле. Функция 
Гамильтона в этом случае будет равна механи-
ческой энергии системы. Эти вопросы можно 
анализировать даже со студентами младших 
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курсов как на лекциях, так и на практических 
занятиях по математике и физике.

Заключение.
Выводы и методические перспективы 
работы
Таким образом, и в математическом рас-

суждении из курса физики, и при решении 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
определенного вида используются сходные 
действия, основанные на простых фактах из 
дифференциального и интегрального исчисле-
ния. Это дает возможность провести еще одну 
методически оправданную параллель, позво-
ляющую на занятиях по физике подчеркнуть 
пользу математического приема, а на занятиях 
по математике дать иллюстрацию из физики. 

Такое подробное рассмотрение параллели 
между применением математики на занятиях 

по физике и содержанием практических за-
нятий по математике можно использовать, 
например, при проведении факультатива по 
физике для студентов младших курсов техни-
ческих направлений обучения. О такой фор-
ме занятий говорится во введении статьи. Так-
же можно использовать примеры, подобные 
рассмотренному, как иллюстрации методиче-
ских приемов на занятиях по повышению ква-
лификации преподавателей [24]. 

Тем самым сделан еще один, пусть неболь-
шой, шаг к решению проблем в преподава-
нии физики и математики, о которых сказа-
но выше. Решение этих проблем, очевидно, 
невозможно без осознанного и максимально 
сбалансированного сближения курсов физи-
ки и математики в образовательном процес-
се физических и инженерно-технических на-
правлений обучения студентов вузов.
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Abstract. The paper considers the justification of the relationship between Newton’s second law and the 
law of conservation of energy in the simplest case, when we deal with rectilinear motion of a material 
point under the variable force. The mathematical demonstration of this relationship is compared with 
the reduction of the differential equation order, the method of solving of differential equations being 
studied at math classes by junior students – physicists and engineers. The preliminary analysis of modern 
scientific methodological publications shows the relevance of developing actual methods of linking 
academic disciplines. The consideration of materials taken from physics and mathematics courses allows 
us to create a methodical parallel useful both for physical and mathematical studying. Aim. To discover 
correspondence between algorithms and significations of ordinary differential equations (order reduction) 
and those of classic mechanics (Newton’s second law and energy conservation). After consideration in 
general terms the parallel between topics from physics and math courses, we show the solution of a math 
problem, which could illustrate the detected parallel in math classes. Novelty. The authors have built the 
methodical parallel between some topics from physics and math courses. This allows demonstrating linking 
of disciplines rarely shown practically in classes. Methodology and methods. Analysis of modern scientific 
methodological publications about linking physics and math courses in higher education (physical and 
technical study directions); creation of methodical parallel between two linked topics of physics and 
mathematics courses; analysis of educational examples applying our methodical idea. Results. The analysis 
of scientific methodological publications shows the problems in physics education noted by professors: it is 
difficult for students to connect in their mind math methods and their application in physics; math courses 
are sometimes too formal and far from physics. The paper discusses the methodological approach to solving 
the problems; gives the example of physics and math reasoning to show how the methodology works.

Keywords: mathematics in physics course, linking of academic disciplines, Newton’s second law, law of 
energy conservation, ordinary differential equation, reduction of the order of differential equation, «living 
force» integral
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